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Podstawowe drgania prawie kołowej pierścieniowej membrany 
OcHOBH5BIe KOJIEÓAHMA NOYTM KpyTOBOŃ KOJBGINEBO4 MemGpaHBEI 


Principal Vibrations of the Nearly Circular Annular Membrane 


Zagadnienie drgań własnych membrany kołowej prowadzi do rów- 
nania: 

(A + 22) w =0 (1) 
z warunkiem na brzegu C, 

w (r, ) | co U (2) 
Równanie (1) ma rozwiązanie w = In(Xr)e'"* gdzie I„(Xr) są funkcjami 
Bessela rzędu n (n — całkowite). 

Lord Rayleigh [1, 2] podał przybliżone rozwiązanie równania (1) 
z warunkiem (2) dla drgań podstawowych membrany prawie kołowej, 
tj. z brzegiem C o równaniu r = 1 + e (9), gdzie|e(p)|Ś1 V. Vodicka 
w pracy [3] rozważa drgania membrany niejednorodnej złożonej z kilku 
warstw. Poszczególne warstwy łączą się między sobą wzłuż koncentrycz- 
nych okręgów. 

W pracy tej zajmiemy się drganiami podstawowymi membrany pier- 
ścieniowej, której jeden brzeg C; jest okręgiem o promieniu r», a drugi 
C krzywą bliską okręgu o równaniu r=1+ e(¢), gdzie |e()|Śl1 
uważamy za małą rzędu pierwszego. Wygodnie jest o(9) przedstawić 
w postaci szeregu 


p(g)=ao +20) (an cosn 9 + bn sinn 9) (3) 


n=1 
Rozwiązanie równania (1) w przypadku takiej membrany będzie miało 
postać: 
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w (r, 9) = Io (kr) + CNo (Ar) — p (ir ,9) — q r „$) (4) 
gdzie 
p(r,9)= 2 |r. (r) + CNn | (Ancosn 9+-Bn sinn $) 
n= 
(5) 
q(r,9)= 2 | (r) + CNn | (An cosn ę + Ba sinn 7) 
. n=0 
A=ktl+V (6) 
An Bn, l są wielkościami rzędu pierwszego, a A,’, Br, ’ — wielko- 
ściami rzędu drugiego. 
wena acs w(r, p) ma spełniać następujące warunki brzegowe: 
we, = 0 :; (a) 
w|cz = 0 | (b) 


W przypadku gdy iC jest też en y warunki (a) i b) ema 
postać: 


I, (kr) + CN, (kro) 50 (a’) 
I, (k) + CN, (k) = 0 (b’) 
Stad ý 
E Io (kro) A 
C = — Wo (kro) a) 


a k spełnia następujące równanie: sz 
No (k) Io (kro) — No (kro) Io (k) = 0 (8) 
Korzystając z warunku (b’) i kładąc r= 1 + o (9) otrzymujemy z ar 
kładnością do 'wyrazów rzędu drugiego jesieni da jej równości: 


dr=k+(1+kp) + (U +p) (9) 


zda 1 4 
w = Io (k) + CNo (k) + (+ ke +U + 1p) Holk) + CNo(k)] +y (l+ kp}? [Io (k) + 


+CNo(k)] — p(k, 9) — (0 + kp) pr (k,9) —q(k,9)=0 (10) 
Wyrazy rzędu pierwszego w (10) dają równość 
(1-F kp) [Io (k) + CNo(k) —p (k ,9) = 0 (11) 


lub po rozpisaniu 
LEES (k) + CN. GO] + k (lo (k) + CNG (6)]- |e +2 U (ancosnę +bnsinn »| = 


n=1 


"V [In (k) + CN, (6)] (An cosnę + Bn sinnę) (11) 


n=1 
Stad 
1 =— kao (12) 
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ATS SC bone tnt) i 
An 27 (e) FCN. (9 7" 
5 i (13) 
B= 2k Lok) FCNo (k) 5 
+8) In(k) +CN,(k) * 
Po uwzględnieniu (13) wyrażenie (5) dla p (r, p) przyjmie postać: 
p(r,9) = Ao [Io (F) + CNo (r)] + 2k [I ©) + CN, ()]- N 
= In(r) + CNa (r) ne 
24 In (k) F CNn (k) (C0817 F bn sinn 9) 
Zbierając wyrazy rzędu drugiego w (10) otrzymujemy równanie: 
(Ip +1)[To(k)+CNo(k) + + (1- kp)? [To (k) + CNG (k)] — (L +-:kp) prle ,9)— - 
„ za(k,90=0. Aes i yi 


Po en wae (15) po 2 w granicach . od 0 do an 
a uwzględnieniu (12) oraz równości ` BEZ 


Io (k) + CNo (k) ko (16) 
I, (k) + CN, (k) à 


która wynika z równania Bessela, otrzymujemy wg boys yy ttents 
na Lg per 


nab ACEI nares a7 
lada 2 in (ant 
gdzie ; 

” In (k) + CNA (k) ` 

1+2k L OFCN e) (18) 


Zatem podstawowa wartość własna równania (1) z warunkami. (a) 
i (b) wyraża się następująco: 


h=k— kdo + ka +k Y an (dh) (19) 


Wyniki otrzymane przez Lorda Rayleigha (poza oszacowaniem współ- 
czynników a,) są szczególnym przypadkiem wyników podanych w tej 
pracy. Istotnie, przypadek membrany prawie kołowej otrzymujemy prze- 
chodząc z r do 0. Wtedy C dąży także do 0, a wyrażenia (4), (13), (18), 
(19) przyjmują postać: 


w (r, ę) =Io (Ar) — 2 In Àr) (An cosn 9 + Bn sinn 7) 
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A Io (k) AE ia) 
2k-7 I (k ) dn Ba 2k In (k) Da 


X =k—kao+każ +k X a, (aż + bż) 
=l 
gdzie = 


In (k) 
In (k) 


Wyniki te są identyczne z podanymi w pracy [2]. 


On = 1+ 2k = 
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PE3IOME 


B Hacroaliieji paóore paccMaTpuBaIoTcA OCHOBHble KOJIEÓaHMA KOJIb- 
neBofi MeMOpaHBI, KoTOpoi OMH Kpań (KpyroBoń) ornpełejlaeTca ypaB- 
HeHMEM V=Up, A BTOpoji ypaBHeHneM v=1+3(9), saec |3(4)|Ś1. Mo- 
JydaeTca upuOJuzxeHH0e pelieHMe (C TOHHOCTBIO ZO HJIEHOB BTOPOTO 
ropaqka) ypaBHeHna (A+/?)w=0 mpm KpaeBBIX ycnoBuax w=0. DTO 
pelieHne ABJIAeTCA OGOÓLĄEHMEM preparers JNaHHBIX PoJleeM B CJryuae 
IIOUTM KpyToBoń MeMÓpaHBl. 


SUMMARY 


In this paper were investigated the principal vibrations of the annular 
membrane with circular edge given in the equation r =r, and the second 
edge described in the equation r = 1 + ọ (pọ) where |e(9)|Ś1. There 
was obtained the approximate solution of the equation (A + A?) w = 0 
with the boundary condition on the edges w=0. The results were 
calculated with accuracy up to the second order terms. The results which 
are obtained in Lord Rayleigh’s paper [1] for the nearly circular mem- 
brane, are a particular case of the results formed above. 
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